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1 Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âèõðåâîé äèíàìèêè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè
Ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âèõðåâîé äèíàìèêè
Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äèíàìèêè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè
Âèõðåâàÿ äèíàìèêà â êîíòðîëèðóåìîì êàíàëå

2 ×èñëåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû
Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè. Ìåòîä òî÷å÷íûõ âèõðåé
Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè. Ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä
Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè æèäêîé ÷àñòèöû
Òåñòîâûå ðàñ÷åòû
Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû òå÷åíèÿ

3 Âèõðåâûå ñòðóêòóðû è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ
Ïðîöåññû ïåðåìåøèâàíèÿ è ïåðåíîñà
Ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ
Äèññèïàòèâíûå ýôôåêòû
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Ïëîñêèå âèõðåâûå ñòðóêòóðû
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Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü

Ïðîñòåéøàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü âèõðåâîé äèíàìèêè

Êèðõãîôîì ïðåäëîæåíà ìîäåëü N òî÷å÷íûõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè:

ωi ẋi =
∂H

∂yi
, ωi ẏi = −∂H

∂xi
, H = − 1

4π

N∑
i,j=1, i ̸=j

ωiωj ln(rij), i = 1. . .N. (1)

(xi , yi ) � êîîðäèíàòû âèõðÿ ñ íîìåðîì i , rij = (xi − xj)
2 + (yi − yj)

2, ωi � åãî
èíòåíñèâíîñòü. H � ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû (1). ωi è (xi (t0), yi (t0)) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ïàðàìåòðû. Îíè îïðåäåëÿþò âåëè÷èíó èíòåãðàëîâ
ñèñòåìû, ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâà íà êîòîðûõ ïðîèñõîäèò äèíàìèêà.
(1) îáëàäàåò åù¼ òðåìÿ ïåðâûìè èíòåãðàëàìè:

Q =
N∑
i=1

ωixi , P =
N∑
i=1

ωiyi , I =
N∑
i=1

ωi (x
2
i + y 2

i ). (2)
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Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü

Ñèñòåìà (1) ïîðîæäàåò ïîëå ñêîðîñòè íà ïëîñêîñòè, êîòîðîå âîçäåéñòâóåò
íà ïàññèâíûå ÷àñòèöû. Ôóíêöèÿ òîêà äëÿ ÷àñòèöû:

Ψ = − 1

4π

N∑
i=1

ωi ln[(x − xi )
2 + (y − yi )

2], (3)

ãäå (x , y) � êîîðäèíàòû ïàññèâíîé ÷àñòèöû íà ïëîñêîñòè. Òî åñòü,
äèíàìèêà ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ îáûêíîâåííûìè
äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè

ẋ =
∂Ψ

∂x
= − 1

2π

N∑
i=1

ωi
y − yi

(x − xi )2 + (y − yi )2

ẏ = −∂Ψ
∂y

=
1

2π

N∑
i=1

ωi
x − xi

(x − xi )2 + (y − yi )2

(4)

Óðàâíåíèÿ (4) è (1) îáðàçóþò ñèñòåìó.
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Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äèíàìèêè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà

Äèíàìèêà ïëîñêèõ òå÷åíèé íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè â òåðìèíàõ çàâèõðåííîñòè ω(t, x , y) è ôóíêöèè òîêà ψ(t, x , y)
ñèñòåìîé óðàâíåíèé Ýéëåðà

Dω

Dt
≡ ωt + ψyωx − ψxωy = 0, ω = −∆ψ (5)

Ïåðâîå óðàâíåíèå (5) îçíà÷àåò, ÷òî çàâèõðåííîñòü ïåðåíîñèòñÿ ïàññèâíî
æèäêîé ÷àñòèöåé.
Êîìïîíåíòû ñêîðîñòè æèäêîñòè v = (v1, v2) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ψ

v1 = ψy , v2 = −ψx . (6)
Çàâèõðåííîñòü â äâóìåðíîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ω = ∂v2

∂x
− ∂v2

∂y
.

Äëÿ óðàâíåíèé (5) ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è (îáëàñòè òå÷åíèÿ,
êðàåâûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ...)
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Óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äèíàìèêè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè

Çàäà÷à âèõðåâîé äèíàìèêè íà âñåé ïëîñêîñòè Â ñëó÷àå âñåé ïëîñêîñòè èç
(5) ïîëó÷àåì:

ψ =

∫
R

G
(
z − z ′

)
ω
(
z ′, t

)
dz ′, G(z) =

1

2π
log |z |. (7)

Äèôôåðåíöèðóÿ (7) ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè:

−→v = (v1, v2) = −
∫
R

K
(
z − z ′

)
ω
(
z ′, t

)
dz ′, K(z) =

(−y , x)

2π|z |2 (8)

Çàâèõðåííîñòü ω (xi , yi ) ñîõðàíÿåòñÿ â êàæäîé ÷àñòèöå, à èõ äèíàìèêà
îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋi = v1(xi , yi ), ẏ = v2(xi , yi ) (9)
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Çàäà÷à â êàíàëå

Âèõðåâàÿ äèíàìèêà â êîíòðîëèðóåìîì êàíàëå

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ Þäîâè÷à [Þäîâè÷, 1963]
Ñòîðîíà x = 0 � âõîä â êàíàë ∂D+, à x = a � âûõîä èç êàíàëà ∂D−.
Ñòîðîíû y = 0 è y = b � íåïðîíèöàåìûå ñòåíêè.

Óñëîâèÿ íà ∂D+:

ω |x=0 = ω+(y), v1 |x=0 = γ+(y) (10)

ãäå γ+(y) > 0 ïðè 0 ≤ y ≤ b.

Óñëîâèÿ íà îñòàëüíûõ ÷àñòÿõ ãðàíèöû:

v1 |x=a = γ−(y), v2 |y=0,b = 0 (11)

ãäå γ−(y) > 0 ïðè y ∈ [0, b]

Ôóíêöèè γ− and γ+ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ:

b∫
0

γ+(y) dy =

b∫
0

γ−(y) dy
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Çàäà÷à â êàíàëå

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè òîêà:

ψ |x=0 = g1(y) =
∫ y

0
γ+(y) dy , ψ |x=a = g2(y) =

∫ y

0
γ−(y) dy ,

ω |x=0 = ω+(y), ψ |y=0 = 0, ψ |y=b = Γ, Γ =
∫ b

0
γ−(y) dy

Ôóíêöèÿ òîêà çàäàíà íà âñåé ãðàíèöå ∂D

ψ|∂D = ψ∂D . (12)

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ çàâèõðåííîñòè ω çàäàíî òîëüêî íà ÷àñòè ãðàíèöû
∂D+:

ω|∂D+ = ω∂D+ . (13)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ çàâèõðåííîñòè çàäàíî â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè

ω|t=0 = ω0(x , y) (14)

Íåâÿçêàÿ äèññèïàöèÿ:

Ïðè ïðîòåêàíèè ÷àñòèöû æèäêîñòè âíîñÿò çàâèõðåííîñòü è ýíåðãèþ â
îáëàñòü òå÷åíèÿ ÷åðåç âõîä, è âûíîñÿò èõ ïðè âûõîäå.
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Ìåòîä òî÷å÷íûõ âèõðåé

Ìåòîä òî÷å÷íûõ âèõðåé

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè (5) îáëàñòü íåíóëåâîé çàâèõðåííîñòè ïðè t = 0
ðàçáèâàåòñÿ ðàâíîìåðíîé ñ øàãîì h ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêîé. Çíà÷åíèå
çàâèõðåííîñòè â êàæäîé ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì i àïïðîêñèìèðóåòñÿ
δ−ôóíêöèåé ñêîíöåíòðèðîâàííîé â óçëå ñ êîîðäèíàòàìè (xi , yi ), è
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå ωi . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà (8) ïðèìåíÿåòñÿ
ïðîñòàÿ êâàäðàòóðíàÿ ôîðìóëà. Ñèñòåìà ìåòîäà òî÷å÷íûõ âèõðåé:

dxi
dt

= − 1

2π

∑
j ̸=i

ωj(yi − yj)

(xi − xj)2 + (yi − yj)2
,
dyi
dt

=
1

2π

∑
j ̸=i

ωj(xi − xj)

(xi − xj)2 + (yi − yj)2
.
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Ìåòîä òî÷å÷íûõ âèõðåé

Ïëþñû è ìèíóñû âèõðåâûõ ìåòîäîâ

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ïðîñòîòà

Ñâîáîäà â ðàñïðåäåëåíèè ÷àñòèö

Êîíñåðâàòèâíîñòü

Àäåêâàòíîå îïèñàíèå âèõðåâîé äèíàìèêè

Âîçìîæíîñòü àíàëèçà Ëàãðàíæåâîé äèíàìèêè æèäêîñòè

Âîçìîæíîñòü ñîïðÿæåíèÿ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè è àëãîðèòìàìè

Îñîáåííîñòü ïîëÿ ñêîðîñòè ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòèö

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü O
(
N2

)
'Íåóïðàâëÿåìîñòü' ÷àñòèö

Ñëîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîëÿ ñêîðîñòè ÷àñòèö äëÿ äðóãèõ îáëàñòåé
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Ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä

Ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä

Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ïðîâåñòè çàìåíó

ψ = Ψ+ ψ∂D (15)

Òîãäà âòîðîå óðàâíåíèå â (5) ïðèìåò âèä

∆Ψ = −ω −∆ψ∂D , (16)

ïðè óñëîâèÿõ íà ãðàíèöû äëÿ Ψ

Ψ|∂D = 0. (17)

'Âèõðåâàÿ' ÷àñòü ìåòîäà

Ôóíêöèÿ ω(x , y) àïïðîêñèìèðóåòñÿ çíà÷åíèåì çàâèõðåííîñòè â
ìàðêåðíûõ ÷àñòèöàõ ñ êîîðäèíàòàìè (xi (t), yi (t)).

Ôóíêöèÿ òîêà îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (16).

Äâèæåíèå ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

ẋi = ψy (xi , yi ) = v1, ẏi = −ψx(xi , yi ) = v2 (18)
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Ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä

Ïîñòðîåíèå ïîëÿ ñêîðîñòè

'Ñïåêòðàëüíàÿ' ÷àñòü ìåòîäà

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (16), (17) â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t èñïîëüçóåòñÿ
ìåòîä Áóáíîâà-Ãàëåðêèíà.

Ψ ≈ Ψ̃ =

kx∑
i=1

ky∑
j=1

Ψi,jgij(x , y) (19)

Â îáëàñòè D è óñëîâèÿõ (17) áàçèñíûå ôóíêöèè

gi j(x , y) = sin (iπx/a) sin (jπy/b) (20)

Ïîäñòàâèâ (19) è (20) â (16) è ïðèìåíèâ ñòàíäàðòíûå îïåðàöèè
ïðîåêòèðîâàíèÿ íà áàçèñíûå ôóíêöèè ïîëó÷èì êîýôôèöèåíòû Ψi,j :

Ψi j =
[ a∫
0

b∫
0

∆ψ∂D gi j(x , y) dy dx+

+
a∫
0

b∫
0

ω(x , y) gi j(x , y) dy dx
]
× 4ab

π2(i2b2+j2a2)

(21)
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Ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä

Àïïðîêñèìàöèÿ ïîëÿ çàâèõðåííîñòè

Îáëàñòü D ðàçáèâàåòñÿ íà Nbox ïðÿìîóãîëüíûõ ÿ÷ååê, ãäå Nbox = nx × ny .
Â êàæäîé ÿ÷åéêå ñ íîìåðîì k ω(x , y) ïðèáëèæàåòñÿ ôóíêöèåé

ω(x , y) ≈
Nbox∑
k=1

ϕk(x , y) =

Nbox∑
k=1

3∑
l,m=0,l+m≤3

ak,l,mx
lym. (22)
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Ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä

Êîýôôèöèåíòû ak,l,m íàõîäÿòñÿ ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ êàê
ìèíèìóì

Sk =
∑
n

 3∑
l,m=0,l+m≤3

ak,l,mx
l
ny

m
n − ω(xn, yn)

2

(23)

Ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî íîìåðàì ÷àñòèö, ïîïàâøèõ â ÿ÷åéêó ñ
íîìåðîì k.
Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ak,i,j èíòåãðàë Ii,j ïðèáëèæàåòñÿ êàê

Iij ≈
Nbox∑
k=1

3∑
l,m=0,l+m≤3

∫ a/2

−a/2

∫ b/2

−b/2

ak,l,mx
lymgij(x , y)dxdy . (24)

Äëÿ áàçèñíûõ ôóíêöèé (20), èíòåãðàë â (24) ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
àíàëèòè÷åñêè.
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Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè æèäêîé ÷àñòèöû

Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè æèäêîé ÷àñòèöû

Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ψi,j ïîëå ñêîðîñòè æèäêèõ ÷àñòèö â
ìîìåíò âðåìåíè t èìååò âèä

ẋi = ṽ1 =
kx∑
i=1

ky∑
j=1

Ψi,j
∂gij
∂y

+ ψ∂Dy ,

ẏi = ṽ2 = −
kx∑
i=1

ky∑
j=1

Ψi,j
∂gij
∂x

− ψ∂Dx

(25)

Ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ψ̃ + ψ∂D .
Ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî òàêèõ ñèñòåì ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà èëè
ñèìïëåêòè÷íîñòü.

Ïðèìåð.
ṗ = −q, q̇ = p, H = p2/2 + q2/2
Ïóñòü H

(
p(k), q(k)

)
= C

ßâíûé ìåòîä Ýéëåðà.

H
(
p(k+1), q(k+1)

)
= ... = C + h2

2

(
q(k)

2
+ p(k)

2
)

Íåÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà.

H
(
p(k+1), q(k+1)

)
= ... = C 1

1+h2
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Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè æèäêîé ÷àñòèöû

Âûáîð ìåòîäà ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö

Ñîõðàíåíèå ôàçîâîãî îáúåìà (êîíñåðâàòèâíîñòè) êðàéíå âàæíî.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ íåÿâíûìè, è èõ èñïîëüçîâàíèå
çàòðóäíèòåëüíî â äàííîé çàäà÷å.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î âûáîðå íàèëó÷øåãî ìåòîäà ïðè îäèíàêîâûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàòàõ äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè æèäêèõ ÷àñòèö.

Áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ñðàâíåíèþ ðåçóëüòàòîâ
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (25) ðàçíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ðÿäà òåñòîâûõ çàäà÷ �
ñòàöèîíàðíûå òå÷åíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå, âèõðü Ðýíêèíà, äèïîëü Ëàìáà.
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Ðàñ÷¼ò äèíàìèêè æèäêîé ÷àñòèöû

PS36 � ïñåâäîñèìïëåêòè÷åñêèé ìåòîä 3-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè,
ñîõðàíÿþùèé ôàçîâûé îáúåì ñ 6-òûì ïîðÿäêîì òî÷íîñòè; RK4 � Ìåòîä
Ðóíãå-Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè; SMR � ÿâíî-íåÿâíûé ìåòîä ñðåäíåé
òî÷êè; AM4, AB3 � ìíîãîøàãîâûå ìåòîäû 4-ãî è 3-ãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè.
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Òåñòû

Òåñò 1

Ñòàöèîíàðíûé ðåæèì âèäà ω = sin(iπx)sin(jπy).

Çàâèñèìîñòü ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèÿ îò t: a) èíòåãðàë çàâèõðåííîñòè
Iω, b) îòêëîíåíèå âåêòîðà ñêîðîñòè îò òî÷íîãî çíà÷åíèÿ εv .
Ïàðàìåòðû ðàñ÷åòà: hPS = 0.1 è hRK4 = 0.4/5. Òîíêàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò
âû÷èñëåíèþ ïðè Np = 20000, à æèðíàÿ ïðè Np = 80000.
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Òåñòû

Òåñò 2

Ýâîëþöèÿ âèõðåâîãî ïÿòíà ýëëèïòè÷åñêîé ôîðìû.
Koumoutsakos, P. Inviscid axisymmetrization of an elliptical vortex. J. Comput. Phys., 1997
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Òåñòû

Òåñò 3

Âðàùàþùèåñÿ ìóëüòèïîëüíûå êîíôèãóðàöèè. ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå
ðåøåíèÿ áûëè ïîñòðîåíû â
Kizner, Z.; Khvoles, and R. McWilliams, J. Rotating multipoles on the f - and γ-planes. Phys. Fluids, 2007.
Ïîäîáíûå ñòðóêòóðû íàáëþäàëèñü â ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ
van Heijst, G. J. F. and Kloosterziel, R. C. Tripolar vortices in a rotating �uid Nature(London), 1989.
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Òåñòû

Òåñò 4

Ñëèÿíèå äâóõ âèõðåâûõ ïÿòåí.

S. Le Dizes, Non-axisymmetric vortices in two-dimensional �ows, J. Fluid Mech. 406 (2000).
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Òåñòû

Òåñò 5

Ôîðìèðîâàíèå äèïîëÿ. Äèïîëü ôîðìèðóåòñÿ èç íà÷àëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèõðåííîñòè âèäà:

ω0 = 40 (0.5− y) e−100(y− 1
2 )

2(
tanh(50x − 25)− tanh(50x − 125)

)
.
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Àíàëèç ñòðóêòóðû

Ïîèñê ñòàöèîíàðíûõ òå÷åíèé

Ñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

ωx ψy − ωy ψx = 0 (26)

△ψ = −ω (27)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (10) è (11).
Óðàâíåíèå (26) ýêâèâàëåíòíî ñîîòíîøåíèþ ω = F (ψ), ãäå F �
äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû
èç óðàâíåíèÿ

−△ψ = F (ψ) (28)

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé åñòåñòâåííî çàäàòü íåêîòîðóþ çàâèñèìîñòü ω = F (ψ),
à çàòåì ðåøàòü (28).
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Àíàëèç ñòðóêòóðû

Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè òå÷åíèé

Çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé
Åñëè èçâåñòíî íåêîòîðîå ðåøåíèå ψ̂(x , y), ω̂(x , y), òî åãî óñòîé÷èâîñòü
ìîæíî èññëåäîâàòü, ðàññìàòðèâàÿ äèíàìèêó ìàëûõ âîçìóùåíèé ξ(x , y , t)
è ζ(x , y , t).
Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò âèä:

ζt + ω̂xξy + ζx ψ̂y − ω̂y ξx − ζy ψ̂x + ζx ξy − ζy ξx = 0
△ξ = −ζ (29)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îïðåäåëÿþòñÿ âèäîì ðàññìàòðèâàåìûõ âîçìóùåíèé.
Ñèñòåìà ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü:

Ëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè.

Íåëèíåéíûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè.

26 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ìåòîäû è àëãîðèòìû Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

Àíàëèç ñòðóêòóðû

Àíàëèç ïåðåñòðîåê âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè

ω0(x , y) ñîñòîèò èç k âèõðåé, êàæäûé èç íèõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå
çàâèõðåííîñòè ω(i)(x , y) è çàïîëíÿåò îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü S (i). ω(i)(x , y)
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà â S (i), è ðàâíà íóëþ âíå îáëàñòè.
Îáëàñòè S (i), i = 1, . . . , k íå ïåðåñåêàþòñÿ.
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Àíàëèç ñòðóêòóðû

Îáùàÿ çàâèõðåííîñòü âèõðÿ Ω(i) =
∫
S(i) ω

(i)(x , y)dS , êîîðäèíàòû öåíòðà
çàâèõðåííîñòè

x (i) =
1

Ω(i)

∫
S(i)

x ω(i)(x , y)dS , y (i) =
1

Ω(i)

∫
S(i)

y ω(i)(x , y)dS . (30)

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðû âèõðåâîé êîíôèãóðàöèè â ìîìåíò âðåìåíè t
áóäåì èñïîëüçîâàòü êîíôèãóðàöèþ öåíòðîâ çàâèõðåííîñòè âèäà (30).
Äèñêðåòíûé àíàëîã (30)

x (k) ≈ x (k) =

∑
j∈N(k)

xj ωj∑
j∈N(k)

ωj
, y (k) ≈ y (k) =

∑
j∈N(k)

yj ωj∑
j∈N(k)

ωj
(31)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Np âûáðàíî òàê, ÷òî êàæäîå èç ìíîæåñòâ N(k)

ñîäåðæèò êîëè÷åñòâî ÷àñòèö äîñòàòî÷íîå äëÿ îöåíêè (31).
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Àíàëèç ñòðóêòóðû

Ýâðèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîíôèãóðàöèè

Åñëè ðàññòîÿíèå d ìåæäó ñîíàïðàâëåííûìè âèõðÿìè ìåíüøå
êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû Dc , òî âîçíèêàþò íåóñòîé÷èâûå ìîäû,
êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ïåðåìåøèâàíèþ âèõðåâûõ ïÿòåí. Åñëè d > Dc , òî
âèõðè îáðàçóþò êâàçèñòàöèîíàðíóþ âèõðåâóþ êîíôèãóðàöèþ.

Ïåðåñòðîéêà ñòðóêòóðû ñèñòåìû ñîíàïðàâëåííûõ âèõðåé â íåêîòîðûé
ìîìåíò âðåìåíè ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ ñòðóêòóðû
òå÷åíèÿ. Îòñëåäèòü ïåðåñòðîéêè ìîæíî âû÷èñëÿÿ îðèåíòàöèè òðîåê
âèõðåé ñ êîîðäèíàòàìè (x (i), y (i)), i = 1, 2, 3

θ1,2,3 =

∣∣∣∣∣∣
x (1) y (1) 1

x (2) y (2) 1

x (3) y (3) 1

∣∣∣∣∣∣ (32)
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Àíàëèç ñòðóêòóðû

Ëîêàëüíûå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà

Çàäà÷à (25) ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå ñäâèãà âäîëü òðàåêòîðèè çà âðåìÿ T :
u(t0 + T ) = ϕt0+T

t0
(u0).

Äåôîðìàöèè âäîëü òðàåêòîðèè íà êîíå÷íîì âðåìåíè T :

L =
dϕt0+T

t0
(u0)

du

∗
dϕt0+T

t0
(u0)

du
. (33)

Ìàêñèìàëüíîå ðàçáåãàíèå áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ÷àñòèö ïðîèñõîäèò âäîëü
íàïðàâëåíèÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìàêñèìàëüíîìó
ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λmax(L) îïåðàòîðà L.
Ëîêàëüíûé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà (ìàêñèìàëüíûé) íà âðåìåííîì èíòåðâàëå
T â íà÷àëüíîé òî÷êå u(t0) ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

σT
t0(u(t0)) =

1

|T | ln
√
λmax(L) (34)

Îòìåòèì, ÷òî σT
t0(u(t0)) ñòðåìèòñÿ ê êîíñòàíòå ïðè T → +∞.
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Ïåðåìåøèâàíèå è ïåðåíîñ

Ïåðåíîñ ÷àñòèö â ïîëå ñêîðîñòè äâèæóùåãîñÿ òðèïîëÿ
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Ïåðåìåøèâàíèå è ïåðåíîñ

32 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ìåòîäû è àëãîðèòìû Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

Ïåðåìåøèâàíèå è ïåðåíîñ

33 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ìåòîäû è àëãîðèòìû Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

Ïåðåìåøèâàíèå è ïåðåíîñ

ϵ = 0.1
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ϵ = 0.4
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Ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû

a)-c) γ+ = γ− = Q1, ω+ = 0
d)-f) γ+ = γ− = Q1 + 2Q2y + 3Q3y

2, ω+ = −2Q2 − 6Q3 y
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Ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû ñ çàâèñèìîñòüþ ω = Kψ.
Ìåòîä Áóáíîâà-Ãàë¼ðêèíà.

ψ(x , y) = γ(x , y) +
∞∑
i=1

∞∑
j=1

Ci,jΦi,j(x , y) (35)

γ(x , y) = 1
a
(xg2(y) + (a− x)g1(y)), Φi,j(x , y) =

2√
ab

sin iπx
a

sin jπy
b

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè è ïðîåêòèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå
äëÿ Ci,j äëÿ áîëüøîãî íàáîðà g1(y), g2(y).
Ïðèìåðû ðåæèìîâ äëÿ ðàçíûõ K
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Àíàëèç âîçìóùåíèé
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Óñòàíîâëåíèå íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ

Óñòàíîâëåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà

Ðèñ.: Ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Âíèçó ãðàôèê çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè.
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Ðèñ.: a) Òðàåêòîðèÿ öåíòðà çàâèõðåííîñòè âèõðåâîãî ïÿòíà. b) Òðàåêòîðèè
÷àñòèö â ïðîòî÷íîé çîíå. c) Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû ÷àñòèöû íà âûõîäå èç
êàíàëà îò êîîðäèíàòû íà âõîäå. d) Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû îò
êîîðäèíàòû íà âõîäå.
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Óñòàíîâëåíèå êâàçèïåðèîäè÷åñêîãî ðåæèìà

Ðèñ.: Ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.
Âíèçó ãðàôèê çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îò âðåìåíè.
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Ðèñ.: a) Òðàåêòîðèÿ öåíòðà çàâèõðåííîñòè âèõðåâîãî ïÿòíà. b) Òðàåêòîðèè
÷àñòèö â ïðîòî÷íîé çîíå. c) Çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû ÷àñòèöû íà âûõîäå èç
êàíàëà îò êîîðäèíàòû íà âõîäå. d) Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ ÷àñòèöû îò
êîîðäèíàòû íà âõîäå.
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Ñöåíàðèé âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ γ+ = γ− = Q1, ω+ = A
1.0+σ(y−0.5)2

. Â ðàñ÷åòàõ

èñïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ yc = b
2
, σ = 50. Ïàðàìåòð A

ðàññìàòðèâàëñÿ â êà÷åñòâå áèôóðêàöèîííîãî äëÿ èññëåäîâàíèÿ
âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé.
Ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ íàõîäèëèñü êàê ðåøåíèå çàäà÷è

−△ψ =
A

1 + σ
(
ψ
Q1

− yc
)2 , ψ

∣∣
∂D

= Q1y . (36)

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè èçó÷àëàñü ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ
ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû äëÿ âîçìóùåíèé ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ. Äëÿ
àïïðîêñèìàöèè ýòèõ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé.
Äëÿ ðàñ÷åòà äèíàìèêè � ñïåêòðàëüíî-âèõðåâîé ìåòîä.
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Ðèñ.: Ñòàöèîíàðíûå ðåæèìû äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà A. Èçîáðàæåíû
ëèíèè òîêà (ëèíèè) è ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè (îòòåíêè ñåðîãî).
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Ðèñ.: Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ øåñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà A. Çíà÷åíèÿ èç
íåóñòîé÷èâîãî ñïåêòðà îáîçíà÷åíû êðóæêàìè, à îñòàëüíûå òî÷êàìè.
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Ðèñ.: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ω(ψ) ðåæèìîâ äëÿ ÷åòûðåõ çíà÷åíèé A ïðè
t = 1000. Ðÿä (à) ãðàôèêîâ ñîîòâåòñòâóåò âñåé îáëàñòè D. Ðÿä (á) äëÿ
ïîäîáëàñòè D ïðè x < 2

3
a, à (â) äëÿ x > 2

3
a.
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Ðàçâèòûé íåñòàöèîíàðíûé ðåæèì

Ïîëÿ çàâèõðåííîñòè è ëèíèè òîêà ïðè A=2.25 è ÷åòûðåõ çíà÷åíèé t (âåðõíèé ðèñóíîê).

Çàâèñèìîñòü Ω =
∫
D
ωdV îò âðåìåíè t (íèæíèé ðèñóíîê).

49 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ìåòîäû è àëãîðèòìû Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

Äèññèïàòèâíûå ýôôåêòû

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû I

Þäîâè÷ Â.È. Äâóìåðíàÿ íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à î ïðîòåêàíèè èäåàëüíîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ÷åðåç çàäàííóþ îáëàñòü // Ìàò. ñá. 1964. Ò. 64, � 4. Ñ.
562-588.

Êàæèõîâ À.Â. Çàìå÷àíèå ê ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðîòåêàíèÿ äëÿ óðàâíåíèé èäåàëüíîé

æèäêîñòè // ÏÌÌ. 1980. Ò.44. � 5. Ñ.947-949.

Ãîâîðóõèí Â.Í., Ìîðãóëèñ À.Á., Þäîâè÷ Â.È. Ðàñ÷åò äâóìåðíûõ ðåæèìîâ

ïðîòåêàíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñêâîçü ïðÿìîóãîëüíûé êàíàë. //
Äîêë. ÐÀÍ. 2007. Ò.412. �4 Ñ.1-5.

Govorukhin V.N., Ilin K.I. Numerical study of an inviscid incompressible �uid through a

channel of �nite length // Int. J. Numer. Methods Fluids. 2009. V.60. �.12.
P.1315-1333.

Ãîâîðóõèí Â.Í. Âàðèàíò ìåòîäà âèõðåé â ÿ÷åéêàõ äëÿ ðàñ÷åòà ïëîñêèõ òå÷åíèé

èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. // ÆÂÌ. 2011. Ò.51. �6 Ñ.1113-1147.

Govorukhin V.N., Morgulis A.B., Vladimirov V.A. Planar inviscid �ows in a channel of

�nite length: washout, trapping and self-oscillations of vorticity // J. Fluid Mech. 2010.
V.659. P.420�472.

50 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ìåòîäû è àëãîðèòìû Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

Äèññèïàòèâíûå ýôôåêòû

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû II

Ãîâîðóõèí Â.Í. Ñòàöèîíàðíûå âèõðåâûå ñòðóêòóðû ïðè ïðîòåêàíèè èäåàëüíîé

æèäêîñòè ÷åðåç êàíàë // Èçâ. ÐÀÍ. ÌÆÃ. 2012. N 2. Ñ. 11-22

Govorukhin V. N. A Meshfree Method for the Analysis of Planar Flows of Inviscid

Fluids // Meshfree Methods for Partial Di�erential Equations VI / edited byM. Griebel,
M. A. Schweitzer. Springer Berlin Heidelberg, 2013. � Vol. 89 of Lecture Notes in
Computational Science and Engineering. � Pp. 171�180.

Ãîâîðóõèí Â. Í. ×èñëåííûé àíàëèç äèíàìèêè ðàñïðåäåëåííûõ âèõðåâûõ

êîíôèãóðàöèé // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2016. � Ò. 56. � � 8. �
Ñ. 1491�1505.

Ãîâîðóõèí Â. Í. Ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ áåññåòî÷íîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà òå÷åíèé

èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè // Âû÷. ìåò. ïðîãðàììèðîâàíèå. 2017. Ò. 18,
â.2. Ñ. 175�186.

Govorukhin, V., Zhdanov, I. Steady-state �ows of inviscid incompressible �uid and

related particle dynamics in rectangular channels // European Journal of Mechanics,
B/Fluids. 2018. V. 67. Pp. 280-290.

51 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ



Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè Ìåòîäû è àëãîðèòìû Íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ

Äèññèïàòèâíûå ýôôåêòû

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû III

Ãîâîðóõèí Â. Í. Î âîçíèêíîâåíèè àâòîêîëåáàíèé ïðè ïðîòåêàíèè èäåàëüíîé

æèäêîñòè ÷åðåç êàíàë // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. 2019. Ò.59. N6. Ñ.
1024�1036.

Ãîâîðóõèí Â.Í., Ôèëèìîíîâà À.Ì. Ðàñ÷åò ïëîñêèõ ãåîôèçè÷åñêèõ òå÷åíèé íåâÿçêîé

íåñæèìàåìîé æèäêîñòè áåññåòî÷íî-ñïåêòðàëüíûì ìåòîäîì // Êîìïüþòåðíûå
èññëåäîâàíèÿ è ìîäåëèðîâàíèå. 2019. Ò.11, N3. Ñ.413�426.

Ãîâîðóõèí Â.Í., Ôèëèìîíîâà À.Ì. Àíàëèç ñòðóêòóðû ïëîñêèõ âèõðåâûõ òå÷åíèé è

èõ èçìåíåíèé âî âðåìåíè // Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìåõàíèêà ñïëîøíûõ ñðåä. � 2021. � Ò.
14. � � 4. � Ñ. 367 � 376.

Govorukhin, V. An extended and improved particle-spectral method for analysis of

unsteady inviscid incompressible �ows through a channel of �nite length // International
Journal for Numerical Methods in Fluids, 2023; Vol. 95, N4, Pp. 579�602.

Ãîâîðóõèí Â.Í. Ïåðåíîñ ïàññèâíûõ ÷àñòèö â ïîëå ñêîðîñòè äâèæóùåãîñÿ ïî

ïëîñêîñòè âèõðåâîãî òðèïîëÿ // Èçâåñòèÿ âûñøèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïðèêëàäíàÿ
íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà. 2023. Ò. 31, âûï. 3

52 / 52 Ãîâîðóõèí Â.Í. Âèõðåâûå êîíôèãóðàöèè â æèäêîñòè è íåëèíåéíûå ÿâëåíèÿ


	Математические модели вихревой динамики невязкой несжимаемой жидкости
	Простейшая математическая модель вихревой динамики
	Уравнения Эйлера динамики невязкой несжимаемой жидкости
	Вихревая динамика в контролируемом канале

	Численные методы и алгоритмы
	Расчёт динамики. Метод точечных вихрей
	Расчёт динамики. Спектрально-вихревой метод
	Расчёт динамики жидкой частицы
	Тестовые расчеты
	Методы исследования структуры течения

	Вихревые структуры и нелинейные явления
	Процессы перемешивания и переноса
	Стационарные течения
	Диссипативные эффекты


